Marelfprika

| spitivanje slozenosti br oja pomoéu r astavljanja polinoma na faktore

1.Motivacija

Pretpostavimo da smo se nasli u pozicij datreba dati odgovor na sledece pitanje:
»Dali je broj 1 280 000 401 dozen ili prost? A broj 160 4017

Mora se priznati da, kada su u pitanju ucenici osnovne skole postavljeno pitanje nije
nimalo jednostavno.Uoci¢emo da znanje koje ucenik posjeduje o kriterijima djeljivosti nije
uopc¢e dovoljno da uspijesno mogu rijesiti ovakav ili njemu slican problem. Postavlja se
,naravno, pitanje kako uopc¢e doci do rjeSenja i da li u¢enik na ovom stepenu obrazovanja
moze usvojiti neka nova znanja koja bi mu omoguéila da rijeSi problem.Odgovor je
povrdan,ali samo kad su u pitanju oni ngjbolji. U nastavku izlaganja pokazacemo jedan metod
ispitivanja slozenosti datog prirodnog broja ,akoji se zasniva na faktorizacij polinoma.
Ucenici moraju da znaju sledece formule:

a’- b?>=(a- b){a+b)
a®- b® =(a- b)a® +ab+b?)
a® +b® = (a+b)x{a? - ab+b?)
Osim toga, morgju da znaju (i da imaju dosta iskustva) i ostale oblike rastavljanja

polinoma, kao &0 su: izvlatenje zajednickog faktora ispred zagrade, grupisanje slicnih izraza
itd.

2.Prezentacija metode

Ova] metod prezentiracemo putem nekoliko karakteristicnih primjeraldeja je da se
nastavnicima omogu¢i da i sami kreirgu slicne probleme, koristedi iskustvo u faktorizacij
polinoma koje posjeduju i koje mogu uspijeSno prenijeti na svoje darovite dake.

Budu¢i da je problem s pocetka izlaganja poprili¢cno sloZzen, njegovo rjeSavanje ostavimo
za kasnije, a sada se posvetimo nesto laksim sluc¢ajevima.

Primjer 1. Ispitati dali je broj 629 prost?
RjeSenje: Uogimo da se broj moZe napisati na slede¢i nacin: 629 =625+4=5"+4

Umjesto toga, problem éemo rieSavati u opéenitom obliku, promatraju¢i polinom n* + 4
Dakle, provjerimo dali seta polinom moze faktorizirati:

n*+4=n'+4n?+4- an?=(n?+2) - an? =(n? +2f - (2n)° = (n? +2- 2n){n? + 2+ 2n)
Primijetimo slede¢e: ako je n=1, izraz n* + 4 je prost broj, a ako je n>1, tg je izraz slozen
broj. Prematome, dobili smo odgovor na pitanje o sloZzenosti broja 629, ato je da je on slozen

broj. Stavige, dobili smo i njegovu faktorizaciju:

629 = (5% - 10+ 2)¥{5% +10+2)=1737
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Primjedba 1: Koriste¢i dobijeni polinomski zapis, uocavamo da nastavnici i sami mogu
konstruirati slicne slozene brojeve (¢ija slozenost nije nimalo oc¢igledna).Pri tome, ne smijemo
izgubiti iz vida, da dobijeni broj treba da bude takav da se na njemu ne moze iskoristiti neki
od poznatih kriterija djeljivosti.

Primjer 2. Provjeriti dali je broj 247 prost broj?

Rjeenje: Sli¢no predhodnom primjeru imamo 247 = 256- 9=4"- 9
Razmotrimo sada, opéeniti slugaj, tj. odgovarajuéi polinom n* - 9. Tako imamo:
n*-9= (nz)2 -3 = (n2 - 3)><(n2 +3)

Odakle sevidi dajetg izraz zan >2, slozen broj. Uzimaju¢i n =4, zaklju¢ujemo da je broj
247 slozen broj i da mu je faktorizacija

247 = (42 - 3){4? +3)=13x19
No, ovdje se mogao dobiti i malo drugaciji zapis datog broja.

Naime, 247 =243+4 =3 +3+1, pase problem svodi na faktorizaciju polinoma a° +a+1.
Osnovnaidejaje daseiskoristi ,,razlika kubova'“.

a®+a+l=a’- a’+a’+a+l=a’a’- 1)+a’+a+i=a’a- ){a> +a+1)+a’ +a+l=
= (a® +a+1){a’(a- 1)+1)=(a> +a+1)a*- a +1)

Ovo nastavnicima daje moguc¢nost za konstrukcije ,,neobi¢nih® slozenih brojeva.
Primjer 3. Dali je broj 1057 prog ili slozen?

RjeSenje: Primijetimo da je jedna od mogué¢nosti da dati broj zapiSemo u obliku:
1057 =1024+32+1=2" +2° +1.

To nam daje ideju da razmotrimo polinom : a* +a® +1. Dabismo napravili njegovu
faktorizaciju, koristi¢emo predhodni primjer:

a’+a°+1=a"- a+(a5 +a+1):a><(a9 - 1)+(a2 +a+1)><(a3 - a’ +1):
:a><((a3)3 - 1)+(a2 +a+1)><(a3 - a’ +1):

:a><(a3- 1)><(a6 +a‘°‘+1)+(a2 +a+1)><(a3- a’ +1):

=axa- )qa’ +a+1){a’ +a +1)+(a> +a+1)a’ - a> +1)=

% +a+1)><{a><(a- 1)xa® +a° +1)+a° - a2 +1]:

=(@>+a+1){a®- a” +a°- a* +a’- a+1)

|z ovoga sevidi dajeizraz a +a® +1, zaa>1, dozen broj, paje, dakle, broj 1057 slozen..
Njegova faktorijazcijaje: 1057 = 7:151
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Sad smo ve¢ u moguénosti da damo odgovor i na pitanje postavljeno na samom pocetku
izlaganja.

Primjer 4. Dokazati da se broj 160401 moze predstaviti u obliku proizvoda dva trocifrena
broja.

RjeSenje: Dosadasnje iskustvo nam sugerira da se dati broj moze napisati u obliku:
160401 = 160000+ 400 +1=2* ¥0* + 2° ¥0* +1= 20" + 20> +1

Opet razmotrimo odgovarajuéi polinom a* +a® +1 i faktorizirajmo ga (ponovo koristeci
»razliku kubova'):

a*+a’+1=a*- a+a? +a+1:a><(a3 - 1)+ a’+a+l=
—axa- 1){a’ +a+1)+a’ +a+1=
= (a2 +a+1)><(a2 - a+1)

Za a =20, dobijamo 160401 = 421:381

Primjer 5. Dali je 1280000401 sloZen broj?

RjeSenje: Znajuéi daje 2’ =128, imamo:
1280000401=2" ¥0’ +2* ®0* +1=20" +20° +1

Izvr&imo faktorizaciju polinoma a’ +a” +1 :

a’+a’+1=a’- a+a’+a+l=axa’- 1)+a’ +a+1=
:a><(a3 - 1)><(a3 +1)+ a’+a+l=

=axa’ +1)Xa- ){a’ +a+1)+a’ +a+l=

= (a2 +a+1)fax{a® +1)xa- 1)+1]=

= (a2 +a+1)><(a5 -a*t+a’- a+1)
Prematome, uzimanjem za a = 20, dobijase:

1280000401 = (207 +20+1)x20° - 20* + 207 - 20 +1) = 4213040381
Sto znati da je dati broj slozen.

|z predhodnog se da zakljuciti da su ovim otvorene velike mogucnosti za konstrukciju
slozenih brojeva ¢ija slozenost uopcée nije tako ocigledna. To prepustamo mastovitim
nastavnicima, koji sada mogu pronaci i masu sli¢nih polinoma cija se faktorizacija moze
iskorigtiti za takve konstrukcije.

Primjer 6. Odrediti sve prirodne brojeve a zakoje je a® +a+1 prost broj.

RjeSenje: Slicno predhodnim primjerima imamo:



Marelfprika

a®+a+l=a’- a’+a’+a+1=a’{a’- 1)+a’+a+l=a’Ha’- 1){a’ +1)+a* +a+1=
=a?{a- ){a? +a+1){a’ +1)+a’ +a+1=
= (a2 +a+1)f{a? a- 1){a’ +1)+1] =

= (a2 +a+1)><(a6 -a°+a’-a’ +1)

Buduéi daje, zaa>1, a®+a+1>1 i a°- a°+a’- a®+1>1, zakljucujemo daje broj
a®+a+1dozenzaa>1,aprost zaa=1itadaje a® +a+1=3.

Primjer 7. Odrediti sve prirodne brojeve aza koje je a* +2a® - 3a” - 4a- 1 sloZen broj.
Koriste¢i setime provijeriti dali je 779 prost.

RjeSenje: Ovdje je situacija zaista mnogo slozenija nego u prethodnim primjerimai potrebno
je dostaiskustva u faktorizacij polinomada bi se ona uspjeSno sprovela

a*+2a’-3a’- 4a-1=a*+2a’+a’- 4a’- 4a- 1=

(a* +2a° +a2)- (4a% +4a+1)=

(2> +a) - (2a+1)* =

(a2 +a- 2a- 1)><(a +a+ 2a+1):

( - a- 1)><(a +3a+1)

Zaa=1je a*+2a’- 3a®- 4a- 1=-5, &o nije prirodan broj , dok zaa= 2 imamo
a’+2a®- 3a°- 4a- 1=11,tj. u pitanju je prost broj. Medutim, zaa>2 , se dobije da je
a’-a-1>1i a*+3a+1>1,odnosno broj a*+2a®- 3a® - 4a- 1 jeslozen.

U konkretnom slu¢aju imamo:
779=5" + 256 - 36 - 436- 1= (52 - 5- 1){5? +15+1)=19x41

Primjedba 2. Predhodni primjer pokazuje kako se mogu formulirati vrlo teski problemi u
vezi sa ispitivanjem slozenosti datog broja. Naravno da pri tome treba imati mjeru i ne treba
pretjerivati suvise. Narocito u pocetku treba birati Sto jednostavnije primjere, pa onda
postepeno uvoditi teze probleme. Preporucije se da predhodno daci dobro uvjezbaju
faktorizaciju polinoma

Za samostalan rad:

1) Dokazati da je broj 390629 slozen broj. Rastaviti ga na faktore.
2) Ispitati dali je broj 810901 slozen ili prost. Ako je slozen, rastavi ga na faktore.
3) Dokazati da je broj 39135427 slozen. Na¢i faktore tog broja.



